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Abstrakt

Cilem této prdce je zkoumat kompaktni hvézdy a jejich vlastnosti, véetné hmot-
nosti, poloméru, vnitinich struktur a dalsich vyznamnych vilastnosti. Zvldstni po-
zornost bude vénovdna srovndni standardnich neutronovych hvézd s hybridnimi
hvézdami, které maji kvantovou hmotu ve svém jdadru. Ddle se prdce zaméri na
porovndni téchto objektit s podivnymi hvézdami, které jsou sloZeny z kvarkové
hmoty a to od jddra aZ po povrch. Soucdsti prdce je vytvoreni programu pro
hleddni fazovych prechodu mezi baryonovou a kvarkovou hmotou, ndsledné se-
staveni hybridnich stavovych rovnic pro vypocet modelu kvarkové hvézdy.

Abstract

The aim of this study is to investigate compact stars and their properties, in-
cluding their masses, radii, internal structures, and other significant features.
Special attention will be given to comparing standard neutron stars with hybrid
stars that have quark matter in their cores. Additionally, the study will focus on
comparing these objects with strange stars, which are composed of quark matter
from their core to their surface. The work includes developing a program for
finding phase transitions between baryonic and quark matter and subsequently
constructing a hybrid equation of state to calculate the model of a quark star.
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Uvod

Studium fazovych prechodd v husté jaderné hmoté je motivovano jak sou-
Casnymi astronomickymi pozorovanimi, tak souc¢asnymi vysledky pozemnich
experimentd. Nékterd astronomicka pozorovani ukazuji [1], Ze existuji objekty
tak lehké a tak malé, Ze by se mohlo jednat o tzv. podivnou hvézdu, tedy objekt,
ktery se skladd primdrné z up, down a strange kvarki. Vysledky kolaborace
HADES ve stredisku FAIR [2] ukazuji, za jakych termodynamickych podminek
by mohlo dochédzet k prechodu z neutronové hmoty na kvarkovou.

Nasim cilem bude studovat v jednoduchém pfiblizeni fazové prechody z ba-
ryonové hmoty na kvarkovou. Pfede$im zjistit, jaky dopad ma pfitomnost a ve-
likost smiSené faze na maximélni hmotnost neutronovych hvézd s kvarkovymi
Jadry.

Tato prace je strukturovana ndsledovné: v prvni kapitole se lehce zmitiuji o
historickém prehledu a studii neutronovych a kvarkovych hvézd. Poté se zamé-
fim na hmotu, ze které jsou tyto hvézdy sloZeny. Déle proberu stavové rovnice
a fazové prechody pro vybrané typy hmot. Tato ¢ést se uz dotykd mé prace, ve

2N 7.

které vytvarim kod, ktery ma za dkol najit ve stavovych rovnicich body fazovych
prechodt. Nasledné vytvari vlastni typy fazovych piechodii pro nové vytvorené
hybridni stavové rovnice. Nové stavové rovnice s vedoucim price vyuZijeme pri
feSenfi strukturnich rovnic a konstruujeme modely hybridnich hvézd. Vytvorené
hybridni hvézdy zobrazime v M-R diagramech a v posledni kapitole tyto vy-

sledky probereme pro Ctyfi riizné hybridni stavové rovnice.






Kapitola 1

Historicky prehled a studie

1.1. Historicky prehled a studie neutronovych hvézd

Neutronové hvézdy, které poprvé navrhli Walter Baade a Fritz Zwicky v
roce 1933 [3], sehrély kliCcovou roli v naSem porozuméni extrémnich podmi-
nek vesmiru. Tyto kompaktni objekty vznikaji z pozistatkli supernov masivnich
hvézd. Pauliho vyluCovaci princip umoZnuje existenci neutronovych hvézd tim,
Ze dava vzniknout novému typu tlaku - tzv. tlaku degenerovanych neutrond, ktery
podpira neutronové hvézdy proti gravitatnimu kolapsu [4].

V roce 1967 objevili Jocelyn Bell Burnell a Antony Hewish pulsary, rychle
rotujici neutronové hvézdy vysilajici pravidelné pulsy radidlnich vin [5]. Za
tento objev byla udélena Nobelova cena v roce 1974 pouze Antony Hewishovi,
ikdyZ primédrné objevila pulsary Jocelyn Bell Burnell. Jejich spole¢na prace po-
tvrdila teoretické predpovédi o neutronovych hvézdach. Dalsi pozorovaci studie
umoznily vice porozumét struktuie, chovani a vlivu neutronovych hvézd na je-
jich okoli [6].

PrestoZe jsou jejich rozméry malé, primérné okolo jedenacti kilometrtii v
poloméru, neutronové hvézdy maji typickou hmotnost vétsi nez slunce M =
1.4M,,. To vede k neuvéftitelné vysokym priimérnym hustotam v fadech
10"%g.cm™3, tak vysokych, Ze uvnitf neutronovych hvézd by mohly existovat
exotické stavy hmoty, jako jsou hyperony, volné kvarky nebo Boseho-Einsteinovy
kondenzéty [7].

1.2. Teoretické predpovédi a studie kvarkovych hvézd
Studium kvarkovych hvézd se vyvinulo jako rozsiteni zkouméni neutrono-

vych hvézd. Jak uz nazev napovida, tato hypoteticka télesa jsou slozena z kvarka.
Konkrétné z kvarki typu up, down a strange [8].
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Existence kvarkovych hvézd je dzce spojena s hypotézou barevné supravo-
divosti a vlastnostmi kvantové chromodynamiky (QCD), teorie popisujici silnou
interakci. Pfedstava barevné supravodivosti pfedpokldda, Ze pfi extrémné vyso-
kych hustotach se kvarky mohou sparovat a vytvorit supravodivou fazi [7]. Tyto
teoretické podminky by mohly existovat v jadru velmi hustych neutronovych
hvézd, coz by vedlo k vytvofeni kvarkové hmoty, tedy hybridnich a kvarkovych
hvézd.

Detekce kvarkovych hvézd je vyzvou kvili jejich predpokladané podobnosti
s neutronovymi hvézdami v pozorovatelnych charakteristikach. Potencidlni exis-
tence kvarkovych hvézd proto zlstava spekulativni [9]. Pfesto vyzkum pokra-
Cuje jak v oblasti pozorovaci astronomie, tak v oblasti teoretické fyziky, aby se
urcilo, zda tyto exotické objekty existuji a jaké mohou mit vlastnosti.

1.3. Pokroky a budouci studie

Pokrok v technologiich, jako je zdokonaleni teleskopi a lepsi detekce gra-
vitaénich vln, vyrazné zlepSil moznost studovat potencidl kvarkovych a neutro-
novych hvéz. Detekce sraZek neutronovych hvézd, byla objevena pomoci gravi-
tacnich vin v roce 2017 (GW170817), ktera oteviela nové zpisoby studia téchto
objekta [10].

Dalsi studie sraZek neutronovych hvézd a jejich gravitacnich vln mohou po-
skytnout potfebné informace k findlnimu uréeni, zda kvarkové hvézdy existuji.
Navic presné€jsi vypocCty vztahujici se k vlastnostem QCD pfi extrémnich husto-
tach, by mohly dale objasnit potencidlni existenci a charakteristiky kvarkovych
hvézd [11].



Kapitola 2

Hmoty neutronovych hvézd a fazové
prechody

Studium neutronovych hvézd ndm poskytuje jedinecny pohled na povahu
hmoty za extrémnich podminek. Tyto pozistatky masivnich hvézd, vzniklé je-
jich gravitacnim kolapsem béhem udélosti, které nazyvame supernovy, dosahuji
ve svych jadrech hustoty nékolikrat vyssi nez jsou hustoty v atomovych jadrech.
Takové podminky nemaji v pozorovatelném vesmiru obdoby, vedou ke sloZitym
a z velké Casti nezkoumanym staviim hmoty. Tyto jsou uzce spojeny se Siro-
kou Skalou jevi, véetné stavovych rovnic hmoty a fazovych prechodi, které se

mohou za téchto podminek vyskytnout [6].

2.1. Baryonova hmota v neutronovych hvézdach

Neutronové hvézdy se primarné sklddaji z baryonové hmoty, konkrétné z
neutrond, s drobnym mnozstvim protont a elektront pro udrzeni nabojové ne-
utrality a S— rovnovéhy [6]. NaSe predstavy o této hmoté pochdzeji z pozem-
skych experimentt v oblasti jaderné fyziky. V téchto experimentech se studuji
interakce Castic, napriklad nukleont, vzdjemné interakce neutront a dalsi vice
Casticové interakce. Tato teoretickd a nékdy experimentdln€ ovérena znalost in-
terakci ¢astic nAm umoziuje sestavit stavové rovnice pro tuto hmotu.

Uvnitt vnéjSich vrstev neutronové hvézdy je hmota uspofddana do "mfiz-
kové"struktury, kterou nazyvame kirou neutronové hvézdy. Kiira se predevsim
sklada z atomovych jader ponorenych do degenerovaného elektronového plynu.
Kdyz se ponofime hloubé&ji, pod klru, narazime na vnitfni jadro neutronové
hvézdy, kde hustoty presahuji hustoty jaderné saturace. Hustota saturace je pfi-
blizné 0.16 nukleont na kubicky femtometr (fm=3) [6].

V téchto extrémnich podminkach prestava béznd hmota, jak ji zndme, existo-
vat. Neutrony, protony a elektrony se slévaji do jednotné polévky nukleond, ¢imz
vytvéreji neutronovou hmotu. Tento pfechod z miizkové struktury do jednotného
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more Castic v jadie by mél byt plynuly, fizeny rostoucim tlakem s rostouci hloub-
kou pod povrchem [6].

Stavova rovnice (EoS) této neutronové hmoty je zasadni pro urceni globdl-
nich vlastnosti neutronovych hvézd, vcetné jejich hmotnosti a polomérti. Za
téchto extrémnich hustot, propojuje EoS tlak a hustotu energie neutronové hmoty
a zachycuje zdkladni aspekty silné jaderné sily [12]. Pfestoze v poslednich letech
doslo k vyznamnému pokroku, presnd EoS neutronové hmoty za téchto podmi-
nek zlstava nejista.

Porozuméni chovéni a vlastnosti baryonové hmoty v neutronovych
hvézdach ndm nejen umoziuje predpovédét a interpretovat pozorovani souvise-
jici s neutronovymi hvézdami, ale také poskytuje cenny vhled do povahy silnych
silovych interakci v rezimu, ktery je v souc¢asné dobé pozemskym experimentim
nedostupny [6, 12].

2.2. Kvarkova hmota v neutronovych hvézdach

V jéadrech neutronovych hvézd, kde hustota dosahuje a presahuje hustotu ja-
derné saturace, se miize baryonova hmota premeénit v kvarkovou hmotu. Tento
pfechod je charakteristicky pro tzv. kvarkové hvézdy. Diive se myslelo, Ze ta-
kovéto objekty jsou spiSe teoretické, ale neddvné pozorovani vysoce hmotnych
neutronovych hvézd a pokroky v teoretickych modelech naznacuji, Ze kvarkova
hmota by mohla hrat roli v extrémné hustych prostfedich [13].

Kvarkova hmota je tvofena fundamentdlnimi ¢4sticemi, které tvoii hadrony
jako jsou napiiklad protony a neutrony. Za normdlnich podminek jsou kvarky
uvéznéné v hadronech diky silné interakce. Tento fenomén je znamy jako uvéz-
néni kvarkll. Za extrémnich hustot a teplot, jaké panuji v jaddrech neutronovych
hvézd, se hadrony mohou "rozpustit"a uvolnit kvarky, ¢imz vznika
kvark-gluonové plazma [14].

Podobné jako v pripadé baryonové hmoty, také kvarkovou hmotu popisuji
stavové rovnice. V praxi je vSak jeji vypocet narocnéjsi kvili nutnosti zahrnout
QCD (kvantovou chromodynamiku), ve které hraje roli interakce mezi kvarky a
gluony [14].

Riizné modely kvarkové hmoty predpoklddaji rlizné stavové rovnice a pred-
povidaji riizné vysledky pro vlastnosti kvarkovych hvézd. Napriklad nami pouZi-
vany MIT bag model, navrZzeny na Massachusettském technologickém institutu,
je jednim ze zdkladnich modeld pro kvarkovou hmotu [7]. V modelu se predpo-
klada, ze jsou kvarky uvniti ur¢itého uzavieného prostoru, nazyvanym "taSkou",
ze kterého nemohou uniknout. Tento model je charekterizovian bagovou kon-
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stantou Bag, kterd predstavuje energetickou bariéru drzici kvarky uvniti "tasky".
Tato je nékdy interpretovdna jako energeticka hustota, kterd je potfebna k vy-
tvoreni prostoru, ve kterém mohou kvarky existovat jako volné ¢astice. Bagova
konstanta tedy reprezentuje jakysi rozdil mezi energetickou hustotou standard-
niho vakua a vakua kvantové chromodynamiky [7].

Déle model vychazi z konceptu asymptotické svobody v silné interakci, tzn.
zmény interakce mezi kvarky. Kvarky se stdvaji slabSimi s rostouci hustotou
a naopak silnéjSimi, kdyZ se od sebe vzdaluji. Také pfedpovida u kvarkovych
hvézd mensi polomér za stejnych hmotnosti neZ maji neutronové hvézdy [9].

2.3. Stavové rovnice

Stavova rovnice EoS je vztah pro jakoukoli formu hmoty, kterd popisuje jeji
termodynamické veliCiny. Piesneji tlak P, hustotu energie € a teplotu 7. Pro
studium neutronovych hvézd se jednd o zasadni teoreticky koncept s moznosti
zanedbat teplotu. Kli¢ovou roli zde maji nésledujici veliciny:

e Tlak (P): v kontextu EoS je tlak sila vyvijena hmotou na jednotkovou plo-
chu. Je uréen prenosem hybnosti Castic pfi srdzkach s hranicemi na infinite-
simalné malém elementu.

o Hustota energie (¢): hustota energie je mnozstvi energie uloZené v jednot-
kovém objemu prostoru. Zahrnuje jak energii klidové hmotnosti Castic, tak
jejich kinetickou a interakéni energii.

e Hustota castic (n): hustota je pocet Castic na jednotkovy objem. Je to mira
"kompaktnosti"dané hmoty v objemu. V pfipad€ neutronovych hvézd se Casto
hovoii o baryonové hustoté ny,,.

2.3.1. Stavové rovnice neutronové hmoty

Analyzovat stav hmoty v prostfedich s extrémni hustotou, jako jsou neutro-
nové hvézdy, vyzaduje pouZiti stavovych rovnic. Tyto rovnice umoZziuji popsat
vztahy mezi klicovymi fyzikdlnimi veliCinami. Pro sestaveni EoS neutronové
hmoty je tfeba uvést nasledujici definice a koncepty.

Zavedeme symboly N, , N, a N, pro oznaceni poctu elektornd, neutronti a
protonti v dané hmoté. Hustoty poctu téchto Castic budeme reprezentovat jako
Ne, Ny a ny,. Tyto veliCiny jsou navzdjem propojeny rovnici

Ny = n,dV pro x € {e,n, p}, 2.1
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kde x se vztahuje na neutrony, protony a elektrony a dV je vlastni objem zajmu.
Pro baryonovou hmotu definujeme np,e = 1, + 1.
Celkovou hustotu energie na Castici lze definovat jako

& = Epar(Mpar, fp) + Ec(ne), (2.2)

kde f, je protonova frakce definovana jako f, = np/np,. Zohlednit asymetrii
mezi potem neutrond a protonii miiZzeme pomoci parametru symetrie {
Ny, — Ny,
(= =1-2f,. (2.3)

Npar

Preformulujeme rovnici 2.2 jako

&€= nbarEbar(nbar’ g) + fe(ne), (24)

kde Epar(par, {) je energie k jednomu baryonu. Dédle miizeme rovnici 2.4 upravit
do podoby

€= nbar[Ebar(nbara 1) - 4xp(1 - xp)S O(Hbar’ g)] + 86(”6)' (25)
V rovnici jsme pouZili symetrizacni energii S o(7p,r, ) definovanou

1 6*E
So(npar, §) = 3 (9_4“2 . (2.6)
=0

Kone¢né miZeme zapsat vztah pro chemicky potencidl u. Chemicky poten-
cidl se pouziva v termodynamice a statistické fyzice k popisu energetickych
zmén, které nastdvaji zménou poctu Castic v systému. Z pohledu ¢ésticové fy-
ziky je chemicky potencidl Casto interpretovédn jako "energie potfebnd k pridani
Castice do systému".

_08

" on,

" Q2.7)

V mé préci jsem vyuZival EoS rovnic pro baryonovou hmotu zvanou NRAPR
[15]. Tato rovnice je zaloZena na detailnim popisu interakci mezi nukleony (ne-
utrony a protony), které tvoii vétSinu hmoty v neutronovych hvézdich.Rovnice
je zvlasté cennd, protoze je schopna dobfe popsat jadernou hmotu v Sirokém
rozsahu hustot. Od hustot typickych pro atomovd jadra aZ po hustoty naché-
zejici se v jadru neutronovych hvézd, které mohou byt nékolikrat vyssi. To je
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velice dtlezité, protoze chovani hmoty v téchto extrémnich podminkach neni
plné pochopeno a stavové rovnice NRAPR poskytuje dobry teoreticky rdmec pro
pochopeni tohoto chovéni.

Rovnice je Casto vyuZivana v astrofyzice kvili své schopnosti reprodukovat
pozorovéni a méfeni neutronovych hvézd, jako jsou napriklad jejich hmotnosti
a poloméry.

2.3.2. Stavové rovnice kvarkové hmoty

Stavova rovnice kvarkové hmoty je klicova pro popis téch nejvice kompakt-
nich astrofyzikdlnich objektt, jako jsou kvarkové hvézdy. Predpokldddme, Ze
tyto objekty nabyvaji tak extrémnich tlaki, pro které se zda byt vyhodnéjsi, aby
latka preSla z baryonové na kvarkovou. V dalsi kapitole popisuji tvorbu mého
kédu, ve kterém pocitdm s rovnici z MIT Bagového modelu, ktery jsem jiz zmi-
nil v kapitole 2.2.

Nyni uvedu EoS rovnici z Bagového modelu pro kvarkovou hmotu, kterd
se dikladné rozebira v [7]. Pro tuto rovnici se uvazuje stejné mnozstvi hustot
kvarkd up, down a strange.

ny=Hng=ng=nx Ppro ne=>0 (2.8)
Dile se v modelu pocita s hustotou kinetické energie, kterd se dostane pouZi-

tim vzorce pro hustotu energie ultra-relativistického Fermiho plynu v kombinaci

3

s dokonalou symetrii "barvy a pfichuté"naseho systému [7]

X b

Ekiner = bn}? b= (%)712/37)16_’ (2.9)

ktera je potiebnd, spolu s bagovou konstantou Bag, k urCeni celkové hustoty
energie

£ = Eyjner + Bag. (2.10)
VyuZijeme vztahu pro chemicky potencial

_ 0 _€+P
Con,  ny

M (2.11)

Potom se uz tlak da snadno ziskat [14]

d 1 1
P=n— (ni) = 3bn!"® - Bag = Z( - 4Bag). (2.12)
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V posledni rovnici miZzeme vidét, Ze tlak nabyde nulové hodnoty pro
& = 4Bag, to ndm fika Ze, konstanta hraje svoji roli uz za nulového tlaku. Jed-
notlivé stavové rovnice pouZzivané v této prici, se od sebe touto konstantou 1isi a
diky nim dochazi k riznym vysledkiim.

2.4. Fazové prechody

Prechody latek z jednoho skupenstvi do druhého jsou dnes kazdému zndmé.
VSichni je pozorujeme téméi kazdodenné, kdyz si vafime vodu pro kafe. Termo-
dynamika se témto zménam vénuje. Pro nds jsou tyto prechody velmi dilezité,
protoZe k této praci potfebujeme jejich zdkladni myslenky.

V préci fesim fazovy prechod baryonové latky na latku kvarkovou [12]. Pro
tento pfechod pouzivam vztah chemického potencidlu (i) v zévislosti na tlaku

(P).
p = pu(P) (2.13)

Vztah pouZijeme na obé latky. Chemicky potencidl kvarkové hmoty ozna-
¢ime s indexem (kvar) a pro baryonovou s indexem (bar).

Hoar = l-lbar(P) (214)
Hkvar = ,ukvar(P) (215)

Abychom nasli rovnovdhu mezi riznymi stavy, musi v latkdch nastat bod,
ve kterém se prekryvaji. V tomto bodé fazové rovnovahy nabudou latky stej-
ného tlaku a chemického potencidlu, ktery odpovida jejich fazovému prechodu.
Tabulku hodnot pro v§echny rovnovazné body uvadim v kapitole 4.

,ubar(Pc) = ,ukvar(Pc) (216)

Vzhledem k tomu, Ze se na chemicky potencial da divat jako na Gibbsovu volnou
energii na mol., mohli bychom psat

8bar = 8kvar- (217)

U fazovych prechodii obecné pozorujeme bod zlomu, ve kterém latka prechazi
na jinou. Z fyziky vime, Ze latky reaguji na okolni podminky svymi stavy na
zékladé energetické vyhodnosti. V naSem pripadé bude pro tlak P < P, latka ve
formé baryont a pro tlak P > P. bude latka ve formé kvarkd. V dal$im kroku
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budeme uvazovat o smiSené fazi, ktera bude existovat mezi tlakem a P, a tlakem
BP., kde @ < 1 aB > 1 budou nami zvolené paremetry. Jednim z cilti prace je
zkoumat vliv paremetru @ a 5 na vlastnosti neutronovych hvézd.

2.5. Tolman-Oppenheimer-Volkoffovy (TOV) rovnice

V této Casti se budu zabyvat vnitinim Schwarzschildovym feSenim, coz je
model statické a izotropni hmoty, tedy hmoty, kterd se nehybe a jeji vlastnosti
jsou stejné ve vSech smérech. Pfedpokldddame, Ze hmota je dokonala tekutina, to
znamena, Ze tekutina nema viskozitu a neni vodiva.

Jeji latka je popsdna tenzorem energie-hybnosti, ktery m4 tvar

T = (¢ + P)u'u’ + Pg", (2.18)

kde & je hustota energie tekutiny, P je tlak, u* je Ctyfrychlost a g, je metricky
tenzor. V nasem piipadé pocitdime s G = ¢ = 1, potom staciondrni systém je
u' = (u',0,0,0), kde u' je ur€en podminkou normalizace u*u, = —1.

Z hlediska sférickych soutadnic (t, r, 8, ¢) je vnitini Schwarzschildova met-
rika dand vztahem

1
ds® = =**0dr + ———dr* + r*dQ* = -"Vdr* + MVdr? + r*dQ?,

__ 2m(r)
r

(2.19)

kde ¢** = 1/(1 — 2m(r)/r) je faktor $kaly pro radidlni &4st metriky, m(r) je
hmotnost obsaZend v kouli o poloméru r, dQ? = d6? + sin® 6d¢> je diferencial
sférického thlu a ®(r) je gravitacni potencidl, ktery zdvisi na poloméru. Vy-

raz ¢*®"

je faktor Skaly pro Casovou Cast metriky, ktery zavisi na gravitatnim
potencidlu na dané vzdalenosti r.

Pro kovariani sloZky tenzoru energie-hybnosti 7, miiZeme psat

T: = (g + P)uu, + Pg, = —e*®¢ (2.20)
T, = Pg, = P/(1 -=2m(r)/r) = Pe*" (2.21)
Tog = Pgog = pr (2.22)

Tys = Pgsy = Pr’sin” 6. (2.23)
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Zde plati, 7e uu, = €*® a u, = uy = u, = 0. Ostatni slozky jsou nulové. Jesté
jednou zavedeme metriku, tentokrat v maticovém zépisu

—e®0 0 0 0
0 —= 0 0
L= 12200 , 2.24
B 0 0 0 (2:24)
0 0 0 r2sin’6

K dal§imu kroku potfebujeme zavést Christoffelovy symboly druhého druhu.
Pro metriku jsou vypocteny ze vztahu

1
T = 58" (0uvr + 0v8ur = Oy). (2.25)
Ricciho tenzor R, definovany jako

R, = 0,17, -8, +T7 I, -V (2.26)

uo?

ve kterém jsme provedli soucty pres vSechny hodnoty o a A. Déle definujeme
skaldrni kfivost R neboli "Ricciho skalar"jako

R =g"R,,. (2.27)

Kone¢n& mame vse potiebné k Einsteinovu tenzoru G, = Ry, — 38R

Nyni miZeme pfejit k Einsteinovym rovnicim G,, = 8nT,,, ve kterych po-
rovname slozky G,,, a T,,,. Srovnanim levych a pravych stran Einsteinovych rov-
nic pro kapalinu v klidu ziskdme diferencidlni rovnice

dd  (m+ 4rr3p)

dr r(r—2m) ’
dm _ Anr’e. (2.28)
dr

Ze zékona zachovéni tenzoru energie hybnosti 7%, = 0 ziskdme vtah

dP do (€ + p)(m + 4nr’p)
- P)— = —
dr @+ P) dr r(r —2m)

(2.29)

Rovnice 2.28 a 2.29 jsou ti1 zakladni TOV rovnice. Popisuji vztah mezi hus-
totou energie, tlakem, gravitatnim potencidlem a polomérem uvnitf statické sfé-
ricky symetrické hvézdy. Mé€li bychom je fesit s vhodnymi pocatecnimi podmin-
kami pro konkrétni hvézdu, kterou modelujeme. K tomu potifebujeme stavové
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rovnice, které jsme feSili v kapitole 2.3.2. Nyni mdme uvedeno vSe potiebné
k této praci. V dalsi kapitole se budu vénovat popisu mého kddu, ve kterém
pouZzivdm stavové rovnice a hleddm fazové prechody. S jejich pomoci vypoci-
tdvam stavové rovnice pro hybridni hmotu. Ty poté nédsledné s vedoucim prace
pouzivame k modelovéni neutronovych hvézd.






Kapitola 3

Vytvoreny kod pro hledani fazovych
prechodi

Hlavnim dkolem této prace bylo nalézt fazové prechody stavovych rovnic
kvarkové a hadronové hmoty. V naSem piistupu jsme pracovali se stavovou rov-
nici v podobé chemického potencidlu jako funkce tlaku. Tato volba je ddna tim,
Ze budeme vysledné stavové rovnice pouzivat pfi feSeni hydrostatické rovno-
véahy. Tlak tedy volime jako nezdvislou proménnou a poZadujeme, aby za daného
tlaku byla pfipustnd pouze jedna hodnota chemického potencidlu. K vyfeSeni to-
hoto problému jsem vytvoril kéd v programovacim jazyce Python, ktery hleda
prisecik mezi témito rovnicemi. Tento kéd detekuje fazovy prechod hmot v za-
vislosti u(P) pro hadronovou a kvarkovou hmotu. Nejprve uvazujeme, Ze mezi
hadronovou a kvarkovou hmotou existuje ostrd hranice. V nésledujicim kroku
budeme uvazovat o smiSené fazi. Tato faze se nachdzi v okoli spocteného priise-
¢iku definovaného intervalem, kde funkci u(P) budeme modelovat takovym zpu-
sobem, aby hladce navazovala na stavovou rovnici hadronové hmoty na levém
okraji uvazovaného intervalu a na stavovou rovnici kvarkové hmoty na pravém
okraji uvazovaného intervalu.

Programovaci jazyk Python jsem si vybral hlavné kvili jeho databdzovym
systémum, snadné Citelnosti syntaxe, dynamickému typovani a rozséhlé knihov-
né moduld.

Cely kéd jsem vytvérel v prostfedi webové aplikace Jupyter Notebook, ktera
umoziuje uzivatelim psat kod v mnoha riznych programovacich jazycich.

3.1. Tvorba kédu

Nejprve mi byla na zakladé zadani vedoucim préce, poskytnuta sada rovnic.
Celkem jsem obdrzel 17 riznych stavovych rovnic kvarkové hmoty, liSicich se
od sebe Bagovou konstantou a jednu stavovou rovnici pro baryonovou hmotu.
Jednotlivé rovnice dat mély formu tabulek. Kvarkové rovnice hmoty maji ¢tyfi

15
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sloupce a 1 000 fadkt. Baryonova rovnice ma pouze 187 fadki a o jeden slou-
pec méné, ktery musime dopocitat. Pro ukazku a lep$i pfedstavu o usporadani
tabulek uvadim tabulku 3.1.

Hustota hmoty | Tlak Hustota baryonu | Chemicky potencial
[g em™] [dyne cm~?] [em™] [g]

1.000000e+17 | 2.965893e+37 | 2.122174e+40 6.267159¢-24
9.954008e+16 | 2.952114e+37 | 2.114831e+40 6.259922e-24
9.908228e+16 | 2.938399¢+37 | 2.107514e+40 6.252694e-24

1.004620e+15

1.384210e+33

5.443681e+38

1.848309e-24

1.000000e+15

0.000000e+00

5.418664e+38

1.845473e-24

Tabulka 3.1. Usporadani dat kvarkovych stavovych rovnic. V datech baryonové hmoty
se nenachazi sloupec chemického potencidlu.

Na zacatku jsem si vyzkousel napsat kdd, ktery nacetl data a vykreslil graf
chemického potencidlu a tlaku, ve kterém byly hodnoty z tabulek zobrazeny
body. Tento prvni pokus jsem délal, zejména abych vidél, jestli ve vSech rov-
nicich hmot jde najit prisecik. Touto zkouskou jsem zjistil, Ze u nékterych rov-
nic prasec¢ik nenajdeme. V nasledujicich strankdch budu postupné vysvétlovat a
uvadeét sviyj programovy kod, ktery slouzi k presnému vypoctu priseciku.

3.2. Struktura kédu pro nalez pruseciku

Cely kdd je strukturovan do nékolika casti, které slouzi k riiznym dkolGm.
Nejdiive se nacitaji potfebné knihovny, které jsou pro kéd zdsadni. V této Casti
se nachdazi:

e pandas: knihovna pro manipulaci s datovymi strukturami, kterd umoznuje
snadnou praci s daty riiznych formati. Pandas nabizi také rychlé a flexibilni
datové struktury, které usnadiiuji manipulaci s relacnimi nebo oznaenymi
daty.

e numpy: knihovna pro védecké vypocty, kterd poskytuje podporu pro velké,
multi-dimenziondlni pole a matice, spolu s velkou sbirkou matematickych
funkci na tato pole.
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e shapely: knihovna pro manipulaci a analyzu prostorovych dat. Shapely
umoziuje vytvareni, manipulaci a analyzu 2D geometrickych objektd, jako
jsou body, kfivky a plochy.

e matplotlib: knihovna pro vytvafeni statickych, animovanych a interaktiv-
nich vizualizaci v Pythonu. Matplotlib je velmi konfigurovatelna a umoziuje
vytvaret rizné typy grafl a diagramu.

Po nacteni téchto knihoven zacind skutecnd prace s daty. Nejprve se data
nacitaji z datovych soubord. Kéd otevira dané soubory, ¢te data a parsuje je do
formatu CSV. Tento proces je dilezity, protoze format CSV je snadno manipu-
lovatelny a lze jej efektivné nacist do datovych ramcd knihovny pandas. Tento
krok je nezbytny pro dalsi analyzy a vypocty.

Data jsou nédsledné nactena do datovych ramcti pomoci knihovny pandas.
Datovy ramec je dvoudimenziondlni tabulkova struktura, kterd miize obsahovat
data rdznych typt (napf. celd Cisla, fetézce, plovouci Cisla, python objekty a
dalsi) a umoziuje rychlou manipulaci s daty, jako je filtrovani, tfidéni a dalsi
operace (obrazek 3.1).

import pandas as pd

import numpy as np

from shapely.geometry import LineString, Point
import matplotlib.pyplot as plt

#nacten? dat
B_name = "stavové rovnice - neutr. hmota/eos_B25 _as0"
NRAPR_name = "stavové rovnice - neutr. hmota/eos_NRAPR_low"

# Parse dat to csv
with open(f'{B_name}.dat', 'r') as f:
data = [";".join(line.strip().split()) + "\n" for line in f]
with open(f'{B_namel}.csv', 'w') as out_f:
out_f.write("x1;x2;x3;y\n")
out_f.writelines(data)

with open(f'{NRAPR_name}.dat', 'r') as f:
data = [";".join(line.strip().split()) + "\n" for line in f]
data = data[2:]
with open(f'{NRAPR_name}.csv', 'w') as out_f:
out_f.write("x1;x2;x3\n")
out_f.writelines(data)

b = pd.read_csv(f'{B_name}.csv', delimiter=';"')
nrapr = pd.read_csv(f'{NRAPR_name}.csv', delimiter=';')

Obrazek 3.1. Tento obrazek popisuje podkapitola 5.2. B_name - novy nazev EoS rov-
nice pro kvarkovou hmotu a NRAPR_name - EoS pro baryonovou hmotu
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Po nacteni dat z datovych soubort bylo tfeba vypocitat chemicky potencidl
pro jednotlivé stavy hmot. Vypocet chemického potencidlu byl zaloZen na fyzi-
kalnim vzorci, ktery je nezbytny pro popis kvarkovych a hadronovych stavovych
rovnic a modell neutronovych hvézd. Pfi jeho vypoctu jsem musel predpokladat
urcité fyzikalni podminky, které nemusi platit ve vSech situacich.

Vzorec pro vypocet chemického potencidlu (1) na jeden baryon je nasledujici

e+ 54
M= : (3.1

Npar

e &je hustota energie, jednotky g.cm™,

e P je tlak, jednotky dyne.cm™2,
e cje rychlost svétla, jednotky cm.s™!, a

e 1, je hustota baryont, jednotky cm=.

Rychlost svétla ve vzorci je na druhou, protoZze musim vyrovnat jednotky
tlaku (dyne.cm™2) s jednotkami hustoty energie (g.cm™). Vyjadfenim chemic-
kého potencidlu takto dostanu hodnotu v jednotkdch hmotnosti, tedy v gramech.

Tento kéd pouZzivd vySe uvedeny vzorec pro dany vypocet (1) a aplikuje ho
na nase data. Zdrojovy kdéd této Casti vypoctu je nasledujici:

c_2 = 29979245800%%2
nrapr['y'] = ((nrapr(['x1']
+ (nrapr['x2'] / ¢_2)) / nrapr['x3']) .astype(float).

Dile nasleduje faze fazeni hodnot v datovém ramci NRAPR a B podle tlaku
"x2’. Toto tazeni je nezbytné pro pozdéjsi analyzu prasecikt. Tato ¢ast kodu je
zobrazena nize:

nrapr.sort_values(by=['x2'], inplace=True)
b.sort_values(by=['x2'], inplace=True)

Poté nasleduje faze vytvareni Carovych segmentd, které jsou tvoreny sousedi-
cimi body v naSem datasetu. Tyto segmenty pak vyuzivam k vyhledani prasecik
mezi kvarkovou a baryonovou hmotou.

nrapr_segments = []

b_segments = []

for i in range(len(nrapr) - 1):
nrapr_segments.append(LineString([(nrapr.iloc[i]['x2'],
nrapr.iloc[i]['y']), (nrapr.iloc[i + 1]['x2'],
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nrapr.iloc[i + 11['y'1)1))

for i in range(len(b) - 1):
b_segments.append(LineString([(b.iloc[i]['x2'],
b.iloc[i]['y']), (b.iloc[i + 11['x2'],
b.iloc[i + 11['y'1D1))

Dalsim krokem je kontrola pruseciki mezi segmenty hmot. Toto je zdkladni
¢ast naSeho kddu, kterd nam poskytne bod, kde se naSe stavové rovnice setkavaji.

intersection = None
end = False
for i in nrapr_segments:
for j in b_segments:
if i.intersects(j):
intersection = i.intersection(j)
end = True
break
if end:
break

Pokud existuje prisecik, kéd vypiSe jeho souradnice. Pokud ne, kéd vypiSe
zpravu, ze nebyl zadny prisecik nalezen.

if intersection is not None:

print (intersection.x, intersection.y)
else:

print("No intersection found")

Na zavér se resetuji indexy datovych ramcii NRAPR a B pro dalsi pouziti.

nrapr.reset_index(inplace=True)
b.reset_index(inplace=True)

Tyto operace jsou zdkladnimi kroky v mém koédu pro analyzu kvarkovych
a baryonovych stavi hmot a hledan{ jejich priseciki. Kod efektivné vyuziva
knihovny pandas, numpy a shapely pro manipulaci s daty, vypocet chemického
potencidlu a hledani prisecikii mezi stavovymi rovnicemi.

Pro lepsi vizualizaci popsaného kédu priddvam jeho obrazek (Obrazek 3.2).
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c_2 = 29979245800%*2
nrapr['y'] = ((nrapr['xl'] + (nrapr['x2'] / c_2)) / nrapr['x3']).astype(float)

nrapr.sort_values(by=['y'], inplace=True)
b.sort_values(by=['y'], inplace=True)

# Vytvorent line segmenti
nrapr_segments = []
b_segments = []
for i in range(len(nrapr) - 1):
nrapr_segments.append(LineString([(nrapr.iloc[i]['x2'], nrapr.
»iloc[i]['y']), (nrapr.iloc[i + 1]['x2'], nrapr.ilec[i + 1]1['y'1)1))
for i in range(len(b) - 1):
b_segments.append (LineString([(b.iloc[i] ['x2'], b.iloc[il['y']), (b.iloc[i,
o+ 11 ['x2'], b.iloc[i + 11['y'1)I))

# Kontrola intersekce
intersection = None
end = False
for i in nrapr_segments:
for j in b_segments:
if i.intersects(j):
intersection = i.intersection(j)
end = True
break
if end:
break

Obrazek 3.2. Navazujici ¢ast pro kéd uvedeny (Obrazkem 3.1), ktery hleda prisecik
nahranych rovnic.

3.3. Vyuziti Beziérovy krivky a interpolace pro analyzu
fazovych prechodii

V predchozi Casti jsem identifikoval prisecik mezi stavy hmot, ktery predsta-
vuje bod, kde se obé setkdvaji. Ted’ se zaméfim na dal$i analyzu tohoto priseciku
pomoci Bézierovy kiivky a interpolace bodt v blizkosti priseciku.

Bézierova kfivka je matematicky ndstroj pouZivany v pocitacové grafice a
dalSich oblastech k vytvareni hladkych kiivek. Kfivka je definovédna skrze tfi
body: poc¢itecni bod, koncovy bod a jeden kontrolni bod. Kfivka je pak tvofena
tak, Ze je na zacatku "uchycena"k pocatecnimu bodu, ndsledné je "uchycena"ke
kontrolnimu bodu a nakonec je "uchycena"ke koncovému bodu. Vysledkem je
hladk kfivka, ktera tyto body spojuje.



3.3. VyuZiti Beziérovy kfivky a interpolace pro analyzu fizovych prechodii 21

V tomto piipadé pouziji Bézierovu ktivku k modelovani fazového prechodu
mezi nasim parem hmot v blizkosti pruseciku. Funkce pro vypocet Bézierovy
kiivky je definovédna nasledovné:

def bezier curve(t, p0, pl, p2):
return (1 - t)**2 * p0 + 2 % (1 - t) * t * pl + t**2 % p2

Tato funkce bere jako vstup tf1 body (pO, pl, p2) a parametr t. Bod pO je
pocatecni bod, bod p2 je koncovy bod a bod pl je kontrolni bod. Parametr t
je linedrni interpolant, ktery se pohybuje od 0 do 1. KdyZ je t rovno 0, funkce
vrati pocatecni bod (p0). Kdyz je t rovno 1, funkce vrati koncovy bod (p2). Pro
hodnoty t mezi 0 a 1 vrati funkce body na Bézierové kiivce mezi p0 a p2.

Nésledné pouzivam tuto funkci v dalsi funkci, kterd vytvari Bézierovu kfivku
pro spojeni bodt v datech:

def connect_interpolated points(x_values, y_values,
control _point_ratio=0.07, color='r--',label=None,
control point_shift=0, linewidth=0.9):

pO = np.array([x_values[0], y_values[0]])

pl

p2

np.array([x_values[1], y_values[1]])
np.array([x_values[2], y_values[2]])

control point = pl + control point_ratio * (p2 - p0)
control point[1] += control point_shift

t = np.linspace(0, 1, 100)

curve = np.array([bezier_curve(t_, p0, control_point,
p2) for t_ in t])

plt.plot(curvel:, 0], curvel:, 1], color, label=label,
linewidth=1linewidth)

Funkce connect_interpolated_points bere jako vstup pole hodnotx a 'y,
které reprezentuji body, jez chci spojit. Déle bere n¢kolik volitelnych parametra
pro ovladani vzhledu kfivky: pomér pro kontrolni bod
(control_point_ratio), barvukiivky (color), popisek kiivky (1abel), posun
kontrolniho bodu (control_point_shift) a Sifku ¢ary kfivky (1inewidth).

Funkce nejprve vytvoii tfi body p0, pl a p2 ze vstupnich hodnot x a y. Kont-
rolni bod pro Bézierovu kiivku je pak vypocten jako primér mezi p0 a p2,

s moznosti posunu v ose Y. Kfivka je pak vykreslena pomoci funkce plt.plot.

Pti vyuZiti této funkce vytvarim Bézierovu kiivku pro modelovani fazového
prechodu mezi kvarkovou a baryonovou hmotou v blizkosti prisec¢iku. Pomoci
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této kiivky miiZeme vizualizovat hladky prechod mezi témito dvémi stavy hmot
a ziskat lepsi predstavu o chovéni systému v této oblasti. Cilem price bylo vy-
zkouset rtizné $ifky intervalii smiSené faze. Konkrétné se jednalo o Sest riznych
Sitek (nejuzsi interval je (0.99 — 1.01)P. a nejsirsi interval je (0.5 — 2.0)P.). De-
taily dalSich intervald jsou zfejmé z k6du, kde nastavuji parametry pro vypocet

hranic grafu a provadim interpolaci riznych bodi (obrazek 3.3).

# set params

%, v = intersection.x, intersection.y
scaler_x = 8.75

scaler_y = 8.1

x_left_line = 8.99 * x
x_right_line = 1.81 * x

x_left_line2 = ©.95 * x
*x right line2 = 1.85 #* x

x_left_line3 = 8.8 # x
*_right_line3 = 1.2 * x

x_left_line4 = ©.65 * x
x_right lined = 1.35 * x

x left line5 = 8.5 # x
*_right_lines = 1.5 * x

¥x_left_lineb = 8.5 # x
x_right_line6 = 2 * x

y_left_line = np.interp(x_left_line, nrapr['x2'], nrapr['y'])
y_right line = np.interp(x_right_line, b['x2"'], b['y'])

y_left_line2 = np.interp(x_left_line2, nrapr['x2'], nrapr['y']1)
y_right_line? = np.interp(x_right_line2, b['x2'], b['yv'])

y_left_line3 = np.interp(x_left_line3, nrapr['x2'], nrapr['y'])
y_right_line3 = np.interp(x_right_line3, b['x2'], b['y'1)

y_left_line4 = np.interp(x_left_lined, nrapr['x2'], nrapr['y'])
y _right lined = np.interp(x right lined, b['x2"'], b['y'])

y_left_line5 = np.interp(x_left_line5, nrapr['x2'], nrapr['y']1)
y_right_line5 = np.interp(x_right_line5, b['x2'], b['y'1)

y_left_line6 = np.interp(x_left_line6, nrapr['x2'], nrapr['y'])
y_right_line6 = np.interp(x_right_line6, b['x2'], b['y'1)

# Calculate graph boundaries
x_left, x_right x - scaler_x*x, x + scaler_x*x
y_left, y_right = y - scaler_y*y, y + scaler_y*y

Obrazek 3.3. Cist kédu nastavujici parametry pro vypocet hranic grafu a interpolace
bodi.
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Prvni ¢ast kdédu, oznacend jako #set params, nastavuje vychozi parametry
pro nasledujici operace. Tyto parametry zahrnuji "méfitka"pro x a y souradnice,
které budou pouZity pro urceni hranic grafu.

Diéle v kédu jsou ureny pocétecni a koncové hodnoty pro sedm linedrnich
interpolaci na datech kvarkové a baryonové hmoty. Tyto interpolace jsou prove-
deny pomoci funkce np.interp(), kterd pro dany x bod vraci odpovidajici y bod
na kfivce.

V naSem piipadé jsou pocdtecni a koncové x hodnoty pro kaZdou interpolaci
stanoveny ndsobenim soufadnice x pruseciku riznymi "méfitky". Pro kazdou
z téchto interpolaci jsou pak vypocteny odpovidajici y hodnoty na kvarkové a
baryonové kiivce.

Ptiklad jednoho interpolovaného bodu je nésledujici:

x_left _line = 0.5 * x
x_right line = 1.5 * x

y_left_line = np.interp(x_left_line, nrapr['x2'], nrapr['y'])
y_right_line = np.interp(x_right_line, b['x2'], b['y'])

Zde jsou (x_left_line) a (x_right_line) definovény jako 0.5 a 1.5 krét x sou-
fadnice priseciku. Pro tyto body jsou pak vypocteny odpovidajici y hodnoty na
kvarkové a baryonové kiivce pomoci funkce (np.interp()).

Tento postup je poté opakovan 6x a objevuje se na nékolika mistech pozdéji
v textu pro rtizné "méfitka"”, ¢imZ vytvaiim sadu interpolovanych bodi.

Konecné, v sekci kodu oznacené jako # Calculate graph boundaries jsou
vypocteny hranice grafu na zdkladé hodnot priseciku a predem definovanych
"méfitek". Tyto hranice ndm urcuji oblast, kterou chceme zobrazit v naSem grafu.

Celkové mi kombinace Bézierovy kiivky a interpolace bodii umoZziiuje vy-
tvorit hladkou vizualizaci fazového prechodu mezi kvarkovou a baryonovou
hmotou a pomédhd mi lépe porozumét chovani tohoto systému v blizkosti priise-

¢iku (obrazek 3.4)
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Obrazek 3.4. Na obrazku mtzeme vidét vystup kédu pro kvarkovy dataset 25.
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3.4. Vytvareni datovych sad a vizualizace

V dalsi fazi prace (viz obrazek 3.5) provadime novou transformaci dat s ci-
lem pfripravit je pro findlni vizualizaci.

def vytvorit data(x_left_line, y left_line, x_right_line, y right line):
# Data z NRAPR do prvniho interpol. bodu
nrapr_left = nrapr[nrapr['x2'] <= x_left_line]

# Beziérovd kFivka z prvniho interpol bodu do druhého, sloZend z 1000 bodi a uloZeni dat.pole
t = np.linspace(@, 1, 1000)
= np.array([x_left_line, y_left_line])
pl = np.array([x, y])
p2 = np.array([x_right_line, y_right_line])
curve_points = [bezier_curve(t_, p@, pl, p2) for t_ in t]
curve = pd.DataFrame(curve_points, columns=['x2', 'y'])

# Data z druhého interpol bodu a ddl od B_name
b_right = b[b['x2"] »>= x_right_line]

# Data od vsech bodi
result = pd.concat([nrapr_left, curve, b_right])
return result, curve, nrapr_left, b_right

# Interval pro kaZdou cdru

intervaly = [(x_left_line, y left line, x right line, y right line),
(x_left_line2, y left line2, x right_line2, y right line2),
(x_left line3, y left line3, x right_line3, y right line3),
(x_left line4, y left line4, x right_line4, y right line4),
(x_left line5, y left line5, x right_line5, y right line5),
(x_left line6, y left line6, x right_line6, y right line6)]

# Vytvarim data pro kazdy interval a zdroveri ukldddm Bezierové/y Rrivky
vysledky = []

krivky = []

nrapr_lefts = []

b_rights = []

for interval in intervaly:
vysledek, krivka, nrapr_left, b_right = vytvorit data(*interval)
vysledky.append(vysledek)
krivky.append(krivka)
nrapr_lefts.append(nrapr_left)
b_rights.append(b_right)

# ZkouSka..ze vSeho néco

plt.figure(figsize=(9,9))

plt.xlim([x_left, x_right])

plt.ylim([y_left, y right])

plt.plot(b['x2"], b['y'], label='Kvarkova hmota')
plt.plot(nrapr['x2'], nrapr[‘y"], label='Baryonovad hmota')

# Novy dataset pro kaZdy interval
for i, vysledek in enumerate(vysledky):

plt.plot(vysledek['x2"'], vysledek['y'], label=f'vysledky {i+1}")

if intersection is not None:
plt.plot(intersection.x, intersection.y, 'ro’)

plt.xlabel( ' Tlak")
plt.ylabel('Chemicky potencial"')
plt.legend()

plt.show()

Obrazek 3.5. Transformace dat.

Tato Cast prace je feSena pomoci funkce vytvorit_data(), kterd pfijima
dva body (pocétecni a koncovy) z kazdé interpolované linie, které byly vypoc-
teny v predchozi fazi. Funkce pak vytvafi datovy set, ktery zahrnuje nasledujici:
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Data baryonové hmoty (nrapr) od zacatku do pocate¢niho interpolovaného
bodu.

Beziérovu kiivku spojujici pocatecni a koncovy interpolovany bod, kterd je
sloZena z tisice bodi a tvoii "most"mezi baryonovou a kvarkovou hmotou.
Data kvarkové hmoty (b) od koncového interpolovaného bodu az do konce.

Pro kazdou ze Sesti interpolaci je tato funkce voldna v rdmci cyklu for, coz

vede k vytvoreni Sesti riznych datovych sad.

Nésleduje vizualizace téchto dat pomoci matplotlib. Graf je nastaven tak,

aby omezeni os odpovidalo hranicim, které byly vypocteny drive. Kfivky kvar-

kové a baryonové hmoty jsou zobrazeny spolecné s interpolovanymi daty pro
kazdy interval. Bod pruseciku je také zvyraznén na grafu.

Jinymi slovy, tento kdd provadi nasledujici kroky:

Definuje funkci pro vytvofeni novych datovych sad na zdkladé pocdtecnich
a koncovych bodt interpolaci.

Pro kazdy interval (definovany pocatecnimi a koncovymi body interpolace)
vytvéii novou datovou sadu.

Vizualizuje v§echny datové sady na jednom grafu, s omezenim os podle diive
vypoctenych hranic.

Na vystup grafu se miizeme podivat na (obrazek 3.6)

le—24
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Obrazek 3.6. Vykresleni grafu pro vSechny kfivky.
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Tato ¢ast kddu (obrazek 3.7) nejprve pro kazdou Beziérovu kiivku vytvari
seznam nb_2, ktery predstavuje numerickou aproximaci derivace tlaku viici che-
mickému potencidlu ng = dP/du. Tato hodnota se pak pouZije k vypoctu ed_2,
coz je hustota energie vypocitand pomoci rovnice € = ung — P, kde misto u stale
pouzivame 'y’ sloupec. Takto vypoctené hodnoty ed_2 anb_2 jsou poté uloZeny
do dataframe ed2_df a pridany do seznamu ed2_df list.

# ukldadant vysledkd
nb_2_list = []
ed2_df_list = []

# Zacatek cyklu
for i, curve in enumerate(krivky):
print (f"Vypoget pro Bezierovu k¥ivku {i+1}:")

# x2 pro kaZdou bezierovu kTivku

print(f"Bezierova kiivka {i+1} x2 hodnoty:")

print(curve['x2'])

print ("\n")

#opis jenom s krivkou

index = np.arange(l, len(curve)-1, 1, dtype=int)

nb_2 = np.zeros(len(curve))

for i in index:

nb_2[i] = (curvel'x2'].iloc[i+1] - curve['x2']l.iloc[i-11) / (curvel'y'].

~iloc[i+1] - curvel'y']l.iloc[i-11) / c_2

nb_2[0] = (curve['x2'].iloc[1] - curve['x2'].iloc[0]) / (curve['y'l.iloc[1],
~- curvel'y'].iloc[01) / c_2

nb_2[len(curve)-1] = (curve['x2'].iloc[-1] - curve['x2'].iloc[-2]) /,,
~(curvel'y']l.iloc[-1] - curvel'y'l.iloc[-2]) / c_2

# UloZeni do seznamu
nb_2_list.append(nb_2)

# Spocitame ed_2 a uloZime do dataframu
ed_2 = curve['y'l*nb_2 - curve['x2']/c_2

ed2_df = pd.DataFrame({'xl':ed_2.values,'x3':nb_2})

# UloZime dataframe do seznamu
ed2_df_list.append(ed2_df)

# VypisSeme visledky po cyklu
for i, df in enumerate(ed2_df_list):

print (£"Vysledky pro Bezierovu kf¥ivku {i+1}:")
print (df)

Obrazek 3.7. Vypocty dat pro kazdou Bezierovu kiivku.

V druhé ¢asti kédu (obrazek 3.8) se nésledné pro kazdou Beziérovu kiivku
spoji ptivodni data s nové vypocitanymi hodnotami ed_2 a nb_2 a vysledny
dataframe je uloZen do seznamu curve2_list. Ddle je vytvoren dataframe
result?2, ktery spojuje data z levé strany (nrapr_lefts), upravenou Beziérovu
kifivku a data z pravé strany (b_rights). Zdvérem jsou provedeny kontroly a
vSechny vysledky jsou vypsany.

Poté, co kontrola probéhne dspésne, nechdvame vykreslit graf vSech da-
taframu, které jsme nyni vytvorili (obrazek 3.9).
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# Seznamy pro uloZeni vysledkd

curve? list

result2_list = []

checks_list

=[]
=01

# Zaéindme s cyklem
for i, (curve, ed2_df, nrapr_left, b_right) in enumerate(zip(krivky, ed2_df list, nrapr_lefts, b_rights)):

print(f"Vjpolet pro Bezierovu kiivku {i+1}:")

curve? = curve.join(ed2_df, lsuffix='_caller’, rsuffix="_other’)
curve2 = curve2[['x1', 'x2°,'x3",'y"]]

# Ukldddme do seznamu
curve2_list.append(curve2)

result2 = pd.concat([nrapr_left, curve2, b_right])
checks = [
result2.iloc[len{nrapr_left)-1],
result2.iloc[len(nrapr_left)],
result2.iloc[len{nrapr_left)+len(curve2)],
result2.iloc[-1]

]

# Znovu ukldddme
result2 list.append(result2)
checks_list.append(checks)

# Zobrazujeme vysledky pro kontrolu
for i, (curve2, result2, checks) in enumerate(zip(curve2_list, result2_list, checks_list)):

print(f"Vysledky pro Bezierowvu kfivku {i+1}:")

print(“curve2:")

print(curve2)

print(“result2:")

print(result2)

print(“checks:")

for j, check in enumerate(checks):
print(f"Check {j+1}:")
print(check)

Obrazek 3.8. Vypocitavani hodnot ed_2, nb_2 a uloZeni dataframe
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Obrazek 3.9. Graf s vykreslenymi dataframy jako Result for Bezier

curve
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3.5. Implementace TOV rovnic

V této Casti analyzy se zaméfujeme na implementaci Tolman-Oppenheimer-
-Volkoff (TOV) rovnic, které hraji kliCovou roli pfi popisu struktury statickych,
sféricky symetrickych téles v obecné teorii relativity uvedené v 2.5. TOV rovnice
umoziuji urCit jak vnéjsi, tak i vnitini strukturu téchto téles, s prihlédnutim
k efektiim gravitace a tlaku na jejich chovani.

#Konstanty
c_2 = 29979245800%*2
G=6.6743e-8
Msol=2.e+33

eos_results = []

#cyklime vysledky pro kTivky

for i, result2 in enumerate(result2 list):

eos_e = result2['x1l'].to_numpy(dtype='float64')
eos_P = result2['x2'].to_numpy(dtype='float64')
os_nb = result2['x3'].to_numpy(dtype='float64')

print (f"Délka eos_e pro Bezierovu kfivku {i+1}: {len(eos_e)1}")
print (f"Délka eos_P pro Bezierovu k¥ivku {i+1}: {len(eos_P)1}")
print(f"eos_e pro Bezierovu k¥ivku {i+1}: {eos_el}\n")

eos_results.append({"eos e": eos_e, "eos P": eos_P,
"eos nb": eos_nb})

Vypocet zacind definovanim potrebnych konstant, které se budou dale pouzi-
vat. Nésledné pfipravujeme seznam eos_results, do kterého jsme uklddali vy-
sledky pro jednotlivé Beziérovy ktivky.

Pro kazdou Beziérovu kiivku prevedeme energii (eos_e), tlak (eos_P) a
baryonovou hustotu (eos_nb) do formatu numpy a tyto hodnoty ukldddme do
seznamu eos_results.

from numpy import interp
from scipy.integrate import odeint
from scipy.interpolate import interpld
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MR_results = []

def edens(Press, eos P, eos e):
en = np.interp(Press, eos_P, eos_e)
return en

def tov(y, r, eos_P, eos_e):
P, m=y
e = edens(P, eos P, eos_e)
dydr = [-Gx(e + P/c_2)*(m + 4.0*np.pi*r**3+P/c_2)/
(r+(r - 2.0%G*m/c_2)), 4.0*np.pixr**2x*e]
return dydr

Nésledné definujeme funkci edens, kterd vraci hustotu energie pro dany tlak.
Tato funkce se pouziva ve funkci tov, kterd implementuje TOV rovnice.

Pc max = 3.e36
Pc_min = 1.e34
Pc_ar = np.logspace(np.logl0O(Pc_min), np.loglO(Pc_max), 500)

for i, eos_res in enumerate(eos_results):
eos e = eos_res['eos e']

eos P = eos res['eos P']

eos nb = eos_res['eos nb']

M ar = []
R ar = []
P ar = []

ec_ar = []

errors = 0O
for Pcen in Pc_ar:
ecen = np.interp(Pcen, eos_P, eos_e)
rpoints = 10000
r = np.linspace(l., 40.e5, rpoints+1)
yO = [Pcen, 4.*np.pi*r[0]#**3/3.*ecen]
sol = odeint(tov, y0, r, args=(eos_P, eos_e))

if (sol[rpoints, 0] < 0):
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Psol = interpld(soll[:, 0], soll[:, 11)
rsol = interpld(soll[:, 0], r)
Mass = Psol(0.) / Msol
Rad = rsol(0.) / 1.eb5
P_ar.append(Pcen)
ecen = edens(Pcen, eos P, eos_e)
M_ar.append(Mass)
R_ar.append(Rad)
ec_ar.append (ecen)

else:
errors += 1

print (f"PoCet chyb pro Bezierovu kfivku {i+1}: {errorsl}")

MR_results.append({"M": M_ar, "R": R_ar, "P": P_ar,
"ec": ec_ar})

Poté vytvaiime pole hodnot centrdlniho tlaku (Pc_ar), které pouzivame pfi
feSeni TOV rovnic. Pro kaZzdou Beziérovu kiivku a pro kazdou hodnotu central-
niho tlaku se vypocitavdji odpovidajici hodnoty hmotnosti a poloméru. Pokud
se podafi najit feSeni TOV rovnic pro danou hodnotu centralniho tlaku, ulo-
Zime odpovidajici hodnoty do pfislusnych seznami. V opa¢ném piipadé se zvy-
Suje pocitadlo chyb. VSechny vypocitané hodnoty poté ukladdme do seznamu
MR_results.

import matplotlib.pyplot as plt

# Pruni graf

plt.figure(figsize=(10,10))

for i, result in enumerate(MR_results):
plt.plot(result["R"], result["M"],
label=f'Bezier curve {i+1}")

#plt.ylim(0.25, 1.50)

plt.xlabel (r'$R$ [km] ')

plt.ylabel(r'$M[M_\odot]$')

plt.grid()

plt.legend()

plt.show()
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# Druhy graf

plt.figure(figsize=(10,10))

for i, result in enumerate(MR_results):
plt.plot(result["R"], result["M"],
label=f'Bezier curve {i+1}")

plt.xlim(11, 13)

plt.ylim(0.7, 1.2)

plt.xlabel(r'$R$ [km] ")

plt.ylabel(r'$M[M_\odot]$")

plt.grid()

plt.legend()

plt.show()

Na zavér vizualizujeme vysledky. Vytvofime dva grafy, které zobrazuji vztah
mezi polomérem a hmotnosti pro jednotlivé Beziérovy kiivky. Prvni graf ukazuje
celkovy vztah (obrdzek 3.10), zatimco druhy je zaméfen na konkrétni oblast na-
Seho z4jmu (obrazek 3.11).
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Obrazek 3.10. Celkovy vztah pro data kvarkové hmoty 25.
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Obrazek 3.11. PribliZeni jednotlivych pribéhd kiivek pro dataset 25. kvarkové hmoty.

Timto zptisobem jsme UspéSné s vedoucim prace implementovali a vyfesSili
TOV rovnice pro vSechny Beziérovy kiivky vytvofené EoS daty dvojici hmot.
Nyni miZeme modelovat hybridni neutronové hvézdy (baryono - kvarkové ne-
utronové hvézdy) ve formé M-R diagramii pro riizné stavové rovnice a findlni
vystupy mezi sebou rozebirat.






Kapitola 4

Vysledky a diskuze

Diky kédu jsem pro jednotlivé EoS rovnice nalezl hodnoty bodid fazovych
prechodt, které uvadim v tabulce 4.1. V tabulce vidime, Ze se zvySujici se hod-
notou bagové konstanty Bag tlak a chemicky potencial prechodu roste. Déle vi-
dime, ze pro hodnoty Bag < 1.7 X 10'*g cm™ k fazovému piechodu nedoch4zi.
To je dano tim, Ze v téchto ptipadech je chemicky potencial kvarkové hmoty za

nulového tlaku niZsi neZ chemicky potencidl jaderné hmoty. Tato situace popi-
suje tzv. podivné hvézdy, které jsou tvoreny kvarkovou hmotou od jadra az k

povrchu.
NRAPR
Kvarkova hmota Tlak Chemicky potencial

B10 as0 0 0

B12 as0 0 0

B14 as0 0 0

B16 as0O 0 0

B17 as0 1.083419 x 100 | 1.675853 x 10~**
B18 as0 9.113081 x 10°* | 1.702357 x 10~
B20 as0 9.591349 x 103 | 1.768170 x 10~%*
B23 as0 4.050511 x 10** | 1.890090 x 10~>*
B25 as0 7.159502 x 10°* |  1.977603 x 10~
B29 as0 1.436796 x 10% | 2.137437 x 10~**
B30 as0 1.620263 x 10% | 2.172681 x 10~2*
B35 as0 2474823 x 10> | 2.320894 x 10724
B40 as0 3.229647 x 10> |  2.436310 x 107>*
B41 as0 3.370226 x 10 |  2.456622 x 10~2*
B45 as0 3.901981 x 10° | 2.530781 x 10~
B47 as0 4151985 x 10% | 2.564325 x 10724
B50 as0 4511471 x 10 | 2.611176 x 107%*

Tabulka 4.1. Zjisténé hodnoty prusecikii pro jednotlivé stavové rovnice kvarkové

hmoty. V levém loupci méme stavové rovnice, kde B10 a dale uddvd Bag = 1.0 x 10'%g
-3

cm

35
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Toto byl prvni krok pro uspésné vyfeSeni novych hybridnich EoS rovnic s
jinymi fazovymi pfechody. Tyto nové stavové rovnice jsou vytvoiené pomoci
Beziérovych kiivek v okoli fazového prechodu. Tuto ¢ast kédu vysvétluji kapi-
toly 3.3 a3.4.

Nyni budu rozebirat vytvorené vysledky ze Ctyf riznych kvarkovych stavo-
vych rovnic (B25, B30, B40, B45), které se 1isi v Bagové konstantnim parametru.
Jejich vystupy ve formé M-R diagrami jsou na spolecném obrazku 4.1.

Jednotlivé pribéhy kiivek v M-R diagramech pfedstavuji mozny vyvoj po-
divné neutronové hvézdy pro jeji noveé vytvorenou stavovou rovnici (EoS). Na
ose X je polomér neutronové hvézdy (km), na ose y je vyjadiend hmotnost M.
Jak mizeme vidét, pro kaZzdou stavovou rovnici existuje maximalni hmotnost i
polomér, kterych miize hvézda dosahnout.

H 10 1 2 13 H 10 n 2 13
Rlkm] Rlkm]

Obrazek 4.1. Modely hybridnich neutronovych hvézd pro rizné EoS s riznymi fazo-
vymi pfechody. Bag = 2.5 x 10'* g cm™ (vlevo nahote), Bag = 3.0 x 10'* g cm™>
(vpravo nahote), Bag = 4.0x 10'* g cm™3 (vlevo dole), Bag = 4.5x 10'* g cm™3(vpravo
dole)
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Z prvniho diagramu (vlevo nahofe) na obrdzku 4.1 pro Bagovu konstantu
Bag = 2.5 x 10" g cm™). vidime, Ze maxim4lni hmotnost neutronové hvézdy
je okolo 1.3 M.VSimnout si miZeme i fazového prechodu, diky kterému na-
stdva zména vlastnosti uvnitf hvézdy. Tento prechod je na kiivce patrny. To ndm
napovida, Ze pri urCitém centrdlnim tlaku dochazi k narGstu hmotnosti hvézdy.

V druhém diagramu (vpravo nahoie) pro Bag = 3.0x10' g cm™ miliZeme vi-
dét hmotnost hvézdy rust az do jejiho maxima, kterého nabyva v bod¢ fazového
pfechodu, okolo 1.5 M. V ndmi zkoumanych pfipadech vidime, Ze maximalni
hmotnost hybridnich hvézd je vétsi v situacich s vyssi Bagovou konstantou.

U poslednich dvou diagrami (vlevo a vpravo dole) pro Bag = 4.0 a4.5x10'
g cm™ pozorujeme b&hem fazového prechodu vyrazného ndrustu hmoty, ktery
nastava za mensich polomért nez tomu bylo u prvnich dvou diagramd.

Jak jsme si mohli v§imnout, kazdy model hybridni hvézdy se v diagramu
lehce lisi. Jednak pro malé bagovy hodnoty jsme vid€li, Ze se na kiivce vyskytuji
dvé maxima. Naproti tomu u vysokych hodnot je jenom jedno maximum. Déle se
lis1 v prostiedi fazového prechodu 4.2. Pravé k tomuto vystupu byla prace smé-
fovéana. Je to zpisobeno tim, Ze kdd v této lokalité vytvarel nové stavové rovnice
pro kazdy "most"vytvofeny Beziérovou kiivkou, kterd predstavovala novy, jem-
nejsi fazovy pribéh. Tyto pribéhy jsme mohli vidét ve tieti kapitole na obrazku
3.6.
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Obrazek 4.2. PfibliZeni obrazku 4.1 na tseky fazovych prechodd.

V legendé u priloZzeného obrdazku 4.2 vidime pojmenovani "Bezier curve
1-6"pro kiivky predstavujici rizné pribéhy zmén struktur hybridnich hvézd.

Celkové lze fici, ze v pifpadé Bag = 2.5 x 10'* g cm™ nemad pfitomost smi-
Sené faze vliv na maximdlni moZnou hmotnost hybridnich hvézd a Ze v tomto
pripad€ je maximdlni hmotnost hvézd dominovana kvarkovou stavovou rovnici.
V ptipadech s vys$si bagovou konstantou ma model smiSené faze vliv na ma-
ximélni moZnou hmotnost hybridnich hvézd. Vétsi interval smiSené fdze maxi-
malni hmotnost sniZuje.



Zavér

Cilem priace bylo studovat pritomost smiSené faze v neutronovych (hyb-
ridnich) hvézdach a jeji vliv na vlastnosti neutronovych hvézd. Vytvoril jsem
nummericky kéd v jazyce Python, ktery najde kriticky tlak P. a odpovidajici
chemicky potencidl, za kterych jsou kvarkovd a baryonovd hmota v rovnovéze.
Diéle jsme uvazovali moZnou piitomnost smisSené faze v okoli kritického tlaku.
SmiSenou fazi jsme stanovili v intervalu (¢P, — BP.), kde @« < 1 af > 1 jsou
ndmi zvolené parametry. V této praci jsme zadali hodnoty od @ = 0.99 az 0.5 a
pro hodnoty 8 = 1.01 az 2. Po vytvoreni stavové rovnice s fizovym prechodem
jsme vyfesili rovnici hydrostatické rovnovahy pro Sirokou $kélu tlakd a zkou-
mali jsme vlivy parametri @ a 8 na modelech neutronovych hvézd. Vysledky
jsme diskutovali v kapitole 4.

Ukazali jsme, Ze vliv na maximdlni hmotnost existuje v situacich, kdy pre-
chod ke kvarkové hmoté vede k nestabilnim konfiguracim. Hybridni hvézdy by
neexistovaly, pokud bychom o smiSené fazi neuvazovali (viz. napt. [16]).

Lze konstatovat, Ze cile zadani prace bylo dosaZeno.

V budoucnu by bylo jisté uzitecné vylepsit nebo vyuzit presn€jsSich modela
stavovych rovnic pro kvarkové hmoty, dile zkoumani vlivii hmotnosti strange
kvarku a parametru silné interakce na vlastnosti hybridnich hvézd. Také navrhuji
moznost vyuziti grafu, ktery zkoumd vliv hmotnosti na tlak u smiSenych fazi
hybridnich neutronovych hvézd.
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